第 六 章 双 曲 几何 初步 


81 Maibius 变换 群 


定义 1.1 在 平面 了 上 给 定 一 个 圆 c ， 圆 心 为 O ， 半 径 为 则 
诱导 一 个 映射 c : EA\{1OT 一 E\{OT : 


GD {O, 忆 cc(CP)} 共 线 ; 
人 doO,cCP))d(O, 局 天 


我 们 记 增 广 平面 豆 = 到 U {co}, 并 规定 c(O) = ccco) = O ， 则 


丽 ? 


0: 开 一 下 为 增 广 平面 上 的 一 个 一 一 对 应 ， 称 为 圆 c 的 反 演 变 换 


命题 1.1 设 c 是 平面 上 一 个 圆 . 

人 反 演 变换 c 满足 o = 记 并 保持 oc 上 的 每 个 点 不 动 ; 

人 反 演 变换 c 将 每 个 过 圆心 O 的 直线 变 成 它 自 身 ; 
(ii) 反 演 变换 o 将 每 个 过 圆心 O 的 圆周 变 成 不 过 圆心 O 的 直线 ; 


iv) 反 演 变换 ca 将 每 个 不 过 圆心 O 的 直线 ! 变 成 过 圆心 O 的 圆 o， 
并 且 吕 在 O 点 的 切线 与 ! 平行 ; 


(7) 反 演 变换 c 将 每 个 与 c 正 交 的 圆 变 成 它 自身 ; 
(vi 反 演 变换 o 将 不 过 圆心 O 的 一 个 圆 ci 变 成 一 个 圆 cz; 
(vi) 反 演 变换 o 是 反 定 向 的 变换 . 


1 


平面 上 的 一 条 直线 人 它 过 co 点 . 
人 它 的 反 演 变换 o : 吾 一 吾 为 关于 e 的 直线 反射 ， 并 且 
clco) = co. 它 是 反 定 向 的 变换 ， 

于 是 ， 人 增 广 平面 上 的 每 
个 圆 c 均 对 应 反 演 变换 c : 

命题 1.2 反 演 变换 c 将 圆 变 0 并 保持 相交 圆 的 交角 不 变 


二 喧 


定义 1.2 我 们 定义 增 广 平面 了 上 的 M6bius 群 为 
二 


人 = 人 0=aooo oor: 开 一 下 小 
其 中 {folco，… ,or} 为 圆 的 反 演 变换 . 我 们 称 AM 中 的 元 素 为 Mobius 
变换 . 
命题 1.3 平面 上 的 直线 反射 、 平 移 和 旋转 均 为 特殊 的 M6bius 变 


换 ， 它 们 均 以 co 为 不 动 点 . 于 是 , 平面 上 的 等 距 变换 群 为 Miebius 群 
的 一 个 子 群 


命题 1.4 平面 上 一 个 点 O 处 的 伸缩 变换 为 Mobius 变换 ， 它 以 O 
和 co 为 不 动 点 . 

定义 1.3 我 们 在 允 : 中 建立 右手 的 单位 直角 坐标 系 Ozy. 则 平面 上 
每 个 点 (z;,g) 对 应 一 个 复数 > = Z 十 动 . 于 是 ， (2, 一 急 对 应 共 斩 复 数 
元 (一 思 Z) 对 应 复数 >. 我们 记 


C=Cut{fcol= 开 
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命题 1.5 平面 上 的 直线 可 以 表 成 
Gz 十 az 十 c=0，awECN{0+，ce 疏 . 
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命题 1.6 平面 上 的 中 心 在 zo, 半径 为 ” 的 圆 可 以 表 成 


lz 一 2 二 


或 可 以 表 成 


25 十 GZ 十 az 二 ce 一 0 aw = 一 20，c=|20| 一 7 


命题 1.7 
人 平面 上 的 等 距 变 换 可 以 表 成 ww = e2z 十 20, 或 = ei 了 十 20j 


人 平面 上 在 2o 点 处 的 伸缩 变换 可 表 成 ww = Xz+(1-A)zo, 其 中 入 夭 0 
为 伸缩 常数 ; 
(过 ) 平面 上 关于 直线 az + az 二 c= 0 的 反射 可 以 表 成 


工 
册 一 一 一 (QZ 十 c)， 
芯 


(iv) 设 c 为 中 心 在 2 点， 半径 为 ” 的 圆周 ， 则 反 演 变换 r :C 一 它 
可 以 表 成 
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小 伍 20 填 


和 二) 


定理 1.1 
G 增 广 平面 坪 上 的 保定 向 的 M5bins 变换 % 可 以 表 成 分 式 线性 变换 
wa 一时 oa6 一 拉 关 0 
旬 开 上 的 反 定向 的 M5bius 变换 4 可 以 表 成 共 办 分 式 线性 
-4 一 瑟 二 a6 一 67 关 0 


定理 1.2 
(人 增 广 平面 CE 上 的 分 式 线性 变换 
=g]= 2 二 


7z 十 59) a0 一 CT 天 0 


或 是 正 伸 缩 变 换 和 保定 向 等 距 变 换 的 复合 , 或 是 一 个 反 演 变换 和 
反 定 向 等 距 变 换 的 复合 ; 


人 的 增 广 平面 C 上 的 共 斩 分 式 线性 变换 


QZ 十 0 


= gz) = 


7Z 十 6) ao 一 CT 天 0 
或 是 反 定向 的 等 距 变 换 ， 或 是 正 伸缩 变换 和 直线 反射 的 复合 ,或 
是 一 个 反 演 变换 和 保定 向 等 距 变 换 的 复合 . 


证 明 ， 我 们 先 证 明 (. 如 果 7 = 0, 可 不 妨 设 5=1. 记 a=lale2%. 则 
有 


dz) 一 az 十 有 =go0o(2)， 
其 中 血 (z) = |alz 为 正 伸缩 ， 而 如 (z) = e2z 十 交 为 保定 向 的 等 距 变 
换 .， 如 果 7 夭 0, 可 不 妨 设 ao - 67 = 1. 我 们 令 2 = Woo) = a/T， 
7 三 1/9|. 令 ca 是 中 心 在 z, 半径 为 7 的 圆 . 则 有 
一 必 生 王 一 三 2 二 
人 
aob= 册 是 一 个 反 定 向 的 等 距 变换 . 故 几 =coy%i 是 一 个 反 
变换 和 反 定 向 等 距 变换 的 复合 ， 为 Mbius 变换 . 

“以 下 证 明 ( 训 . 如 果 7 = 0， 可 不 妨 设 5 二 1 于 是 4%(z) =az+O. 当 
lal = 工时， 它 是 一 个 反 定 向 的 等 距 变 换 . 当 |a| 入 1 时 ,， 记 a = |alez， 
并 令 页 为 中 心 在 2 = B/G -lal) ， 伸 缩 常数 为 |a| 的 伸缩 ， 而 va 为 
直线 (-ie-22/2)z + (ez = 0 的 反射 变换 ， 则 有 


bi(2) 一 |alz 十 B，c(z) 一 e 到 


容易 验证 % = 内 oo ， 为 一 个 正 伸 缩 和 一 个 直线 反射 的 复合 .如果 
7 和 0, 可 不 妨 设 ao - 67 =1 我 们 令 2 =W%oco) =a/y7=IL/7|. 令 
0 是 中 心 在 2, 半径 为 的 圆 ， 则 有 


为 保定 向 的 等 距 变 换 . 于 是 , 少 是 反 演 变换 和 保定 向 等 距 变 换 的 复合 . 


定理 1.4 增 广 平 面 C 上 的 所 有 分 式 线性 变换 和 共 斩 分 式 线性 变换 
构成 Mibius 变换 群 


定理 1.5 任意 Mobius 变换 可 以 写成 至 多 四 个 反 演 变换 的 复合 . 


定义 1.4 以 co 为 不 动 点 的 Mobius 变换 称 为 平面 上 的 相似 变换 . 
称 为 相似 变换 群 , 它 是 Mobius 群 的 
一 人 1 


定理 1.6 平面 上 的 相似 变换 可 以 表 成 正 伸缩 和 等 距 变 换 的 复合 . 
命题 1.8 设 {21 22,23} 为 增 广 平面 C 上 的 三 个 不 同 点 . 则 
人 人 M6bius 变换 少 , 使 得 %(2) = 0, WU22) = 1 
%(23) 一 ooi 
全 存在 只 -一个 区 保定 向 的 MBpis 变换 4， 合 得 yc 0 do) 一 
1, gza) 一 co. 
证 明 人 和 (人 中 的 4 分 别 可 以 唯一 写成 
局 之 一 41 . 2 一 如 字 一 刀 


4(z) 一 4(z) 一 


癌 2 六 一 交 - 22 一 娘 二 


定理 1.7 任 给 增 广 平面 上 两 个 三 点 组 {2i, z2,z3} 和 {faolywaz,s} ， 
存在 唯一 的 保定 向 M6bius 变换 gw( 反 定向 的 Mobius 变换 四 ， 使 得 


U1 三 凡 2)，U02 三 多 22)，U2 三 罗 22)， 
定义 1.5 在 空间 了 8 上 给 定 一 个 球面 c ， 球 心 为 0 ， 半 径 为 ~ 则 
5 诱导 一 个 映射 " : P3 U {co} 一 EU {fco} ， 满 足 条 件 
G {O, 已 c(P)} 共 线 ; 
(da(O,c(P))d(O,P) = 7; 
Gii) 并 规定 c(O) = co 和 c(co) = 0 
0 空间 至 = 了 U {co}, 并 称 :下 一 互 为 球面 的 反 演变 


命题 1.9 设 o 是 空间 中 的 一 个 球面 . 
GO 反 演 变换 c 满足 ”= id, 并 保持 球面 c 上 的 每 个 点 不 动 ; 
他) 反 演 变换 c 将 每 个 过 球 心 O 的 直线 (平面 ) 变 成 它 自 身 ; 


(iii) 反 演 变换 将 每 个 过 球 心 O 的 球面 (圆周 ) 变 成 不 过 圆心 O 的 
平面 (直线 ) ; 


(iv) 反 演 变换 co 将 每 个 不 过 球 心 O 的 平面 2( 直 线 /) 变 成 过 圆心 O 
的 球面 ( 圆 )c', 并 且 c' 在 O 点 的 切 平面 (切线 ) 与 2(1) 平行 ; 
(v) 反 演 变换 c 将 每 个 与 c 正 交 的 球面 ( 圆 ) 变 成 它 自 身 ; 
(vi) 反 演 变换 c 将 不 过 球 心 O 的 一 个 球面 ( 圆 )cl 变 成 一 个 球面 
( 圆 )co?; 
(vi 反 演 变换 c 是 反 定 向 的 变换 . 
定义 1.6 ( 球 极 投影 ) 设 3? 为 空间 中 一 个 球面 ， 定 是 空间 中 的 一 张 


平面 . O e 3? 是 球面 到 平面 补 的 最 远 点 (北极 点 ). 对 任何 Ps 52\{1O} 


o:32 了 U{col = 五 ， 一 一 忆 ，co(O) = oo 


为 球面 5” 到 平面 2 的 球 极 投影 
命题 1.10 人 E 间 以 O 为 中 心 0 0, 使 得 关于 vc 的 空间 
反 演 变换 n : 百 一 瑟 给 出 球 极 投影 n : 9? 一 


命题 1.11 球 极 投影 r : 9? -, 吾 将 S? 上 过 O 点 的 圆 映 成 直线 ， 
将 83” 上 不 过 O 点 的 圆 映 成 圆 ， 并 保持 两 圆 的 交角 不 变 . 


82 复 交 比 


考查 实 射影 直线 及 P, 它 是 平面 下 上 所 有 过 O 点 的 直线 构成 的 集 
合 . 通过 在 下 上 建立 坐标 系 Ozy, 则 有 


RP = {[(c,9]] Z;V E 下 ， (2 天 (0, 0)} 
射影 变换 下 :了 PP: 一 及 P: 对 应 一 个 2 阶 非 退 化 天 阵 4, 使 得 


[人 -em ao 


我 们 设 2 = {z,1) zeR} ， 并 记 co = [(,0)]. 则 有 
了 月 P: 人 U {co 上 . 


在 4 上 作 射 影 变换 严 , 我 们 得 到 
Le 

于 是 ， 在 实 轴 上 的 射影 变换 可 以 写成 
)， az 十 b ( D 


cZ 十 df 


二 二 伙 人 人 scre, 相 


射影 变换 的 基本 不 变 基 为 四 点 的 交 比 


La 一 ZLZ4 一 22) 
(Z172; 3 4) TCF 二 2 二 72) 


我 们 将 增 广 平面 C 等 同 于 复 射影 直线 CP1L = CU {co}. 则 保定 向 
的 M5bius 变换 群 便 等 同 于 CP1 上 的 射影 变换 
QZ 十 b Q 
20 一 1 过 二 ] E G7(2,C)， 


定义 2.1 设 {2a,22,2a,24} 为 增 广 平面 C 上 四 点 ,我 们 定义 它们 的 
复 交 比 为 


(3 一 尺 ) 儿 4 一 入 
(2122; 3 4) (加 二 罗 )( 芭 二 二 ) 一 罗 )( 却 一 二 ) 


定理 2. 工 设 %:C 一 EC 为 Mobius 变换 ， {21 22，2z3， 24} 为 C 上 四 
点 . 


(人 如 果 保定 向 ， 则 (g%(2)g(zz);g(z3)g(24)) = (2122; 2324); 
全 ) 如果 乡 反 定向 ， 则 (bza)b(za);02z3)g%(z4)) 一 (2122;2324)， 


因为 每 个 圆周 均 与 实 轴 Mobius 等 价 ， 故 有 


定理 2.2 增 广 平 面 上 {2t, 22, xs, 24 四 点 共 圆 的 充 要 条 件 是 (zzo; 2324) 
为 实数 


83 双 曲 几何 的 Poincare 模型 
定义 3.1 设 刀 ={z|lz| <1} 为 平面 上 的 单位 圆 盘 ， 它 的 边界 圆 
oD={z|1lz= 1 我们 定义 : 
( 双 曲 平面 由 忆 中 的 所 有 点 构成 ; 
人 双 曲 平面 中 的 双 曲 直线 是 与 9D 正 交 的 圆周 (或 直线 ) 与 万 的 交 
集 组 成 ; 


定义 3.2 每 个 与 0D 正 交 的 圆 (或 直线 )c 的 反 演 (反射 ) 诱导 变换 
0 :一 也 , 称 为 关于 双 曲 直线 o 的 直线 反射 , 有 限 个 双 曲 直线 的 反射 
构成 的 群 称 为 双 曲 变换 群 . 

命题 3.1 任 给 非 零 的 w < 也 , 存在 唯一 一 个 直线 反射 , 使 得 xc(o) = 
0. 这 个 反 演 有 表达 式 


命题 3.2 
(人 给 定 两 点 5 EDD, 存在 唯一 过 此 两 点 的 一 条 双 曲 直线 ; 
(i 过 双 曲 直线 ! 外 一 点 ， 存 在 无 穷 多 条 与 1 不 交 ( 即 平行 ) 的 双 曲 


一 久 


命题 3.3 任 给 一 条 双 曲 直线 ! ， 存 在 一 个 双 曲 变换 4 : 忆 一 也, 使 
得 %D) 是 刀 中 的 实 直 线 . 


定义 3.1 任 给 双 曲 平面 中 两 点 2,z E 刀 ， 恰 有 一 条 过 此 两 点 的 
直线 c ， 它 与 0D 交 于 两 点 6 人 6 ， 其 中 4 与 2 相 邻 ， 人 与 22 相 
邻 . 我 们 定义 4 至 2 的 双 曲 距离 为 


lz 一 | 2 一 名 | 


0 一 0 人 |2 二 6||22 cz| 


命题 3.4 
人 qz 22) >0, 并 且 dzz2) =0 当 且 仅 当 = 2 
(id(zl, z2) 一 qd(za,21); 
(i) 若 2 落 在 {21, 23} 所 决定 的 双 曲 线 肌 上 ， 则 有 


d(21,22) 十 d(zo,23) 一 qd(21)23)i 


(iv) 双 曲 变换 为 等 距 变 换 . 


命题 3.5 
(G) 对 任意 zs 有 
1 十 |z| 
d(0,z) =log | 


(G 对 任意 两 点 wzEe 有 


2 
da(a,z) 一 log | 和 


laz 一 1 一 |z 一 al 


定理 3.1 设 双 曲 三 角形 4BC 三 个 角 为 4, 妃 和 C, 它们 的 对 应 边 
长 度 分 别 为 wp 和 c 则 有 


(人 正弦 定 理 : 
Sinh w Sinh pb sinhc 
sn4 sn 刀 sinC， 


G) 余弦 定理 : 


cosh c 一 cosh wa coshb 一 Sinh wsinh bcos C; 


(ii) 
5 汪 cos 4cos 妃 十 cos C 
人 
证 明 首先 我 们 证 明 上 述 余 弱 定理 工 通过 一 个 双 曲 变换 ， 我 们 不 妨 设 
三 角形 4BC 的 顶点 分 别 对 应 复数 > = pe:c 实数 "0 和 ， 于是， 
员 寺 党 1 十 1 十 0 |z 一 7| 


人 2 |rz 一 H 


由 此 得 到 
站 二 tanh 5， 0 =tanh 3， 0 一 tanh 5; 


062 lz 一 了 |? 2 十 呈 一 2rpcosC 
1-22 -= -2 一 的 ) 
故 有 


2 


0 
1 一 02? 


coshc 一 2 十 1 三 coshawcoshpb 一 Sinhasinh bcosC. 


其 次 我 们 利用 余弦 定理 工 来 证 明正 弦 定 理 ， 由 于 


cosh wa coshpb 一 cosh c 


e sinhwsinhb 
我 们 得 到 
sin2 CO _ 工 一 cosh2 au -cosh20 -cosh2c 十 2coshacoshbcoshec 
sinh2c sinh” asinh2bsinh“c 


由 对 称 性 推出 正 弱 定 理 ， 最 后 ， 我 们 令 
居 2 一 1 一 cosh2a 一 cosh20 一 cosh2c 十 2coshacoshbcoshc>0， 尺 > 0， 


则 有 


sn 4 一 Sin 号 一 Sin C 一 
Sinhbsinhc'， 人 SinhasinhD 


于 是 ， 利 用 余 弱 定理 直接 计算 ， 我 们 得 到 


4cos 万 C 1 
2 = 款 (sinh asinhbsinh2 cj(cos 4 cos 巨 + cos C) = cosh c. 
1 1 
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我 们 称 两 个 三 角形 4BC 和 三 角形 4B'C' 全 等 ， 如 果 存 在 双 曲 变 
换 % : 忆 一 也 ,使 得 


4=% 4 忆 =0%B)，C =0C). 


定理 3.2 双 曲 平面 中 两 个 三 角形 全 等 当 且 仅 当 
人 边 边 边 ， 它 们 对 应 三 边 的 边 长 相等 ; 
他 角 角 角 : 它们 对 应 三 角 的 角度 相等 ; 
(过 ) 边 角 边 : 它们 的 两 个 对 应 边 的 边 长 度 及 其 夹 角 的 角度 相等 ; 
(ii) 角 边 角 : 它们 的 两 个 对 应 夹 角 的 角度 及 其 共同 边 的 边 长 相等 ， 

命题 3.6 对 双 曲 平面 中 任意 三 点 {zt, 22,z3} 有 

dz 22) +d(za) 23) < dz 23); 
且 等 式 成 立 当 且 仅 当 22 落 在 {2, 23} 所 决定 的 双 曲 线段 上 . 
命题 3.7 对 任何 ws 有 


定理 3.3 双 曲 半径 为 ” 的 双 曲 圆 的 周 长 为 2rsinhr: 


命题 3.8 任 给 圆周 9DP 上 的 两 个 三 点 组 {2i, 22, 23} 和 {aol wz,t3， 
存在 至 多 三 个 双 曲 直线 反射 ， 使 得 它们 的 复合 变换 满足 


g(21) 一 1，0(22) 一 2，023) 一 13， 
定理 3.4 任何 一 个 双 曲 变换 % : 忆 一 忆 可 表 成 


ga =e9 二 加 <1 


CQ 
或 
一 业 
dz) =en- lal< 
的 形式 , 
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证 明 令 ae 嘱 满足 4a) =0. 令 存在 唯一 的 双 曲 直线 反射 


使 得 xc(0) = %. 则 册 = go 是 一 个 双 曲 变换 ， 使 得 轴 (0) = 0. 令 
gi() = e92. 因为 身 将 双 曲 直线 (-11) 表 成 0 和 e'2 所 在 的 双 曲 直 
线 , 故 有 和 i(-1) = -ez2. 由 于 加 (>) = ex925 是 反 定 向 的 Mobius 变换 ， 
它 将 {0,1 -1} 映 成 {0,ese, -es 而 加 (2) = et2z 是 保定 向 的 M5bius 
变换 , 它 将 {0,1 -1} 映 成 {0,e9, -es 故 bo = 知 , 或 者 yoc = 加 
于 是 ， 


厂 厅 三 帮 半 册 三 庆生 
QZ 一 工 Qw 
或 者 加 
g(z) = 各 (ac(2) = e 一 一 ，eil = et 二 
QZ 一 工 已 
命题 3.9 黎 曼 度量 
4|dz|? 


在 双 曲 变换 下 保持 不 变 . 

定理 3.6 任何 两 个 双 曲 极限 三 角形 是 双 曲 等 价 的 ， 

双 曲 面积 的 定义 需要 用 到 积分 ,我 们 略 去 不 讲 . 双 曲 变换 保持 任意 
两 点 的 双 曲 距离 。 于 是 从 直观 上 说 ， 我 们 可 以 断定 : 任意 两 个 双 曲 极 
人 耻 。 并 且 ， 通 过 计算 ， 我 们 知道 : 极限 三 角形 的 
人 3.10 设 三 角形 4BC, 4 为 内 点 ， 妃 和 C 为 边界 点 . 则 三 角 
乡 面 积 

A=T 一 4. 


定理 3.7 设 双 曲 三 角形 4BC 的 顶 角 角度 为 4, 妃 , C, 则 三 角形 面 
下 


AN 


A=T 一 4- 瑟 -C. 


12 


84 双 曲 几何 的 半 平 面 模型 


定义 4.1 将 双 曲 几何 中 的 Poincare 圆 盘 万 的 中 心 放 在 zx = 一 1 
点 . 设 o 是 中 心 在 2 = -2, 半径 为 2 的 圆 . 则 反 演 变换 :C 一 C 将 
万 映 成 上 半 平 面 


了 鹉 ={2=2Z+WECI7>01. 
命题 4.1 双 曲 平面 于 中 的 双 曲 直线 是 与 实 轴 正 交 的 圆 或 直线 . 


命题 4.2 设 2,z 下 设 上 是 过 它们 的 双 曲 直线 ， 
G 如 果 L 是 与 实 轴 正 交 的 直线 ， 且 7mz > 7mzz ， 则 有 


qd(21,22) 一 log 世 . 
Z2 
G 如 果 上 是 与 实 轴 正 交 于 寻 和 纪 的 圆周 ， 其 中 避 与 辐 邻近， 所 
与 加 邻近 ， 则 有 


| 因 一 名 | 袜 一 名 | 


qz 22) 一 一 log(zlzoi6162) = 1og ， 
[2 一 后 lz 一 人 | 


命题 4.3 双 曲 平面 于 中 的 


(人 保定 向 双 曲 变换 可 写成 

0g(z) 三 2 abcdE 了 Rad 一 pc>0. 
但 反 定 向 双 曲 变换 可 写成 

0g(z) 三 一 abcdER，ad 一 bc<0. 


命题 4.4 歼 曼 度量 


在 双 曲 变换 下 保持 不 变 . 
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